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(ϕ(t, x, x′))′ = f(t, x, x
′
), H1x = h1, H2x = h2

����������� ������� ����������	�� ����	�� �	������	�� ��������������� �������
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x
′′

= f(t, x, x
′
), H1x = h1, H2x = h2.
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x
′′

= f(t, x, x
′
), t ∈ I = [a, b], H1x = h1, H2x = h2, α ≤ x ≤ β, ,%-

��� ���	����		���� ����	�� ������ #��� � ������.������ ����	�� ������	�
���	�� ���	�� ������� ���������	�� ����	�� ������ ������ ,%-� /��� 0��1 ���
������ ������

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), t ∈ I, H1x = h1, H2x = h2, α ≤ x ≤ β ,(-

������12 ��� 	�� ���� �	�����	�� ������� �� ��� *%+ ����������� ��� ������
������ ,(-�


������ ��������������

3�	0�� ϕ ∈ C(I × R2, R) ������ ���������� �� ������	��� ������	��2 4�	0��
f : I × R2 → R ������������� �������� #����������5 f(t, x, y) �����	�� 	� I ���



�$

4�������		�6 x, y ∈ R, f(t, ., .) 	������	� 	� R2 ��� t ∈ I � ��� �� ��� �����	���
�	�.����� P ⊂ R2 	������� 4�	0�� g ∈ L1(I, R) ����2��� ��� ���6 (t, x, y) ∈
I ×P ����������� 	�����	���� |f(t, x, y)| ≤ g(t)2 4�	0��	��� H1, H2 : C1(I, R) → R
	�������	� � 	���� C1, h1, h2 ∈ R,α ∈ Lip(I, R) 7 	�.	�� 4�	0��5 ��� �� �6 t1 ∈
(a, b) � t2 ∈ (t1, b) �� ����������	�� ��������	�6 α

′
(t1) � α

′
(t2) ������� 	�����	����

ϕ(t2, α(t2), α
′
(t2)) − ϕ(t1, α(t1), α

′
(t1)) ≥

∫ t2

t1

f(s, α(s), α
′
(s))ds,

β ∈ Lip(I, R) 7 ���6	�� 4�	0��5 ��� �� �6 t1 ∈ (a, b) � t2 ∈ (t1, b) �� ����������	��
��������	�6 β

′
(t1) � β

′
(t2) ������� 	�����	����

ϕ(t2, β(t2), β
′
(t2)) − ϕ(t1, β(t1), β

′
(t1)) ≤

∫ t2

t1

f(s, β(s), β
′
(s))ds.

8������2 ��� ��� �� ��������		�6 	�.	�6 � ���6	�6 4�	0�� ���������� α
′
(a)2

α
′
(b)2 β

′
(a) � β

′
(b)�

9�������	�� %� 3�	0�� x ∈ C1(I, R) �������� ����	��� ����	�	��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), ,:-

���� ϕ(t, x, x
′
) � �����	� 	�������	�� 4�	0�� � ����	�	�� ,:- ���������������

����� ����� 	� I�

����  ���� �����������12 ��� α < β2 ����	�� ������ #���

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(τ) = x0, x

′
(τ) = x1 ,�-

���	����		� ��� �� �6 τ ∈ I, x0, x1 ∈ R � ������.��� 	� I� 8������2 ��� �� ;��6
������� ������� �����������1 ������ 
���6�� ��.�� 	�.	�� � ���6	�� 4�	0����5
��� �� �6 	�.	�� 4�	0�� α1 � ���6	�� 4�	0�� β1 �� A ∈ [α1(a), β1(a)]2 B ∈
[α1(b), β1(b)] � α1 ≤ β1 ������� ����������	�� ��	����1	��� � �������1	��� ����	��
������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = A, x(b) = B, α1 ≤ x ≤ β1.

<	�.����� ���6 ����	�� x5 I → R ����	�	�� ,:- � ��	���� ����� S(I, R)2 �
�	�.����� ����	��2 ��.���6 ��.�� α � β2 � ��	���� ����� S� =���	�� ������
#��� ,�- � ��	���� ����� s(τ, x0, x1)�

�������� ���������� � ��������� ��������


�� ���.	���� L = {(cos γ, sin γ) : γ ∈ [0, 2π]} �������� ���.�	�� F : L →
S2 ������ �������� ��	���� ��� ��������1���� ������� � ������������ ������
������ ,(-� >�������4��� G : S(I, R) → R2 ��������� 4������� x → (x(a), x

′
(a)), xγ =

F ((cos γ, sin γ)), γ ∈ [0, 2π]2 �������1	�� ����	�� ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = α(a), x(b) = α(b), α ≤ x ≤ β ,$-



�!

� ��	���� ����� y2 � ��	����1	�� ����	�� ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = β(a), x(b) = β(b), y ≤ x ≤ β

� ��	���� ����� z�
����� %� ?��������� �	@����	�� 	�������	�� ��� ��.�	�� F : L → S2 ���������������

��������� ��������5 x0 = y, xπ = z2 	������� γ1, γ2 ∈ (0, π) ����2 ��� γ1 ≤ γ2 �

(∀γ ∈ (0, γ1))(xγ(a) = y(a)), ,!-

xγ1(a) = y(a) ∧ xγ1(b) = z(b), ,&-

(∀γ ∈ (γ1, γ2))(xγ(a) = y(a) ∨ xγ(b) = z(b)), ,A-

xγ2(a) = y(a) ∧ xγ2(b) = z(b), ,'-

(∀γ ∈ (γ2, π))(xγ(b) = z(b)), ,%B-

	������� γ3, γ4 ∈ (π, 2π) ����2 ��� γ3 ≤ γ4 �

(∀γ ∈ (π, γ3))(xγ(a) = z(a)), ,%%-

xγ3(a) = z(a) ∧ xγ3(b) = y(b), ,%(-

(∀γ ∈ (γ3, γ4))(xγ(a) = z(a) ∨ xγ(b) = y(b)), ,%:-

xγ4(a) = z(a) ∧ xγ4(b) = y(b), ,%�-

(∀γ ∈ (γ4, 2π))(xγ(b) = y(b)). ,%$-

C��� K ⊂ R2 ��.�� �	���� ������� ���	���� ����� L1 = GF (L)2 �� G−1(K) ⊂
S�


�������1����� D���1 y1 7 ��	����1	��2 � z1 7 �������1	�� ����	�� ������

���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = y(a), x(b) = z(b), y ≤ x ≤ z.

E� ���	����		���� ����	�� ������ #��� �������2 y
′
(a) < y

′
1(a) � z

′
1(b) > z

′
(b)�

=��������� ������2 ���� y1 = z1� F���� γ1 = γ2 = π/2 �

xγ = s(a, y(a), y
′
(a) + γγ−1

1 (y
′
1(a) − y

′
(a))), γ ∈ [0, γ1],

xγ = s(b, z(b), z
′
1(b) + (γ − γ2)(π − γ2)

−1(z
′
(b) − z

′
1(b))),

γ ∈ [γ2, π].
,%!-



�&

D��.��2 ��� xγ ������������� 	�����	�����

y(t) < xγ(t) < y1(t), t ∈ (a, b], γ ∈ (0, γ1), ,%&-

z1(t) < xγ(t) < z(t), t ∈ [a, b), γ ∈ (γ2, π). ,%A-


���������1	�2 ��� γ ∈ (0, γ1)  ����6  B ����	�� xγ ��� ��������� y ���
������������� 	�����	���� ,%&-� D���1 c ∈ (a, b] ����2 ��� xγ(c) = y(c) � xγ(t) >
y(t), t ∈ (0, c)� F���� α1(t) = xγ(t), t ∈ [a, c] � α1(t) = y(t), t ∈ [c, b] �������� 	�.	��
4�	0���� E� ������������ ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = α(a), x(b) = α(b), α1 ≤ x ≤ β.

�������� ������������ � ���2 ��� y �������1	�� ����	�� ������ 
���6�� ,$-� E�
	�������	���� �������� � ����������	�� xγ ��� �	������� (0, γ1)2 �� � ����1
� ��� ���� � y1 	� �	������� (a, b) xγ 	� ��.�� �� �	������	�� ��� ��.�	����
/�����	���� ,%A- ����������� �	������	��

=��������� ������2 ���� y1(t) < z1(t), t ∈ (a, b)� F���� γ1 = π/3 � γ2 = 2π/3�
�	������	� ����������� 4������ ,%!- ���� ��� ��.�	�� ��� ��������������6
�	��������� /�.	� ��� ��������1 ��� ��.�	�� ��� �	������� [γ1, γ2]� 
�� ;����
�������� ����� 	� ����������1 ������	�� ����	��� D���1

X = {x ∈ S(I, R) : x(a) = y(a) ∧ x(b) = z(b) ∧ y ≤ x ≤ z},
X∗ = {x∗ ∈ X : (∀x ∈ X)(x

′
(a) ≤ x

′
∗(a) ∨ x

′
(b) ≤ x

′
∗(b))}.

8������2 ��� y1, z1 ∈ X∗ � X∗ ���	���� D��.��2 ���

{(∀x∗ ∈ X∗)(∀x ∈ X)(x
′
(a) < x

′
∗(a) ∧ x

′
(b) > x

′
∗(b) ⇒ x ≤ x∗}. ,%'-

D�������.�� ������	��

(∃x∗ ∈ X∗)(∃x ∈ X)(x
′
(a) < x

′
∗(a) ∧ x

′
(b) > x

′
∗(b) ∧ (∃t0 ∈ I)(x(t0) > x∗(t0))).

��	�2 ��� ��� ��������	� ������ δ > 0 ��������� � ��6 ���� � s(a, y(a), x
′
∗(a)+

δ) � x 	� �	������� (a, b) 	� ��	�� ���6� D���1 x1 = max{x, x∗}2 � x2 7 ��	����1	��
����	�� ������ ������

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = y(a), x(b) = z(b), x1 ≤ x ≤ z.

E� ���	����		���� ����	�� ������ #��� ������� 	�����	���� x1(t) < x2(t), t ∈
(a, b)� 
��.��2 ��� ��� ��������	� ������ δ > 0 �� ��	����1	���� x2 �������
s(a, y(a), x2

′(a) − δ, t) < x2(t), t ∈ (a, b]� ) ������	�� ������ 	������� δ � c ∈ (a, b]
����2 ���

s(a, y(a), x
′
2(a) − δ, c) = x2(c), x1(t) < s(a, y(a), x

′
2(a) − δ, t) < x2(t), t ∈ (a, c).

�	������	� ����������� �� ������������ ��������������� ������ ������ 
���6��
�������� ������������ � ��	����1	���1� x2� D���1

μ∗ = inf{μ0 ∈ (x
′
∗(a), x

′
2(a)) : (∀μ ∈ (μ0, x

′
2(a)))



�A

(∀t ∈ (a, b])(s(a, y(a), μ, t) < x2(t))}.
F���� ��� �� ��� μ ∈ (μ∗, x

′
2(a)) ��������� � ��6 ���� � s(a, y(a), μ) � x, x∗ 	�

�	������ (a, b) ���	� %� ?���������1	�2 x
′
∗(a) < μ∗. E� ���	����		���� ����	��

������ #��� ������� s(a, y(a), μ∗, t) < x2(t), t ∈ (a, b)� C��� s(a, y(a), μ∗, b) < z(b)2 ��
��� ��������	� ������ δ > 0 � μ ∈ (μ∗ − δ, μ∗) ����������� 	�����	���� s(a, y(a), μ, t) <
x2(t), t ∈ (a, b]2 ��� ������������ ��������	�� μ∗� ?���������1	�2 s(a, y(a), μ∗, b) =
z(b)� E� μ∗ > x

′
∗(a), x∗ ∈ X∗ � ���	����		���� ����	�� ������ #��� ������� 	�����	����

s
′
(a, y(a), μ∗, b) < x

′
∗(b)� ?���������1	�2 s(a, y(a), μ∗) ≥ x12 ��� ������������ ��	����1	����

x2� "������ ,%'- �����	��
C��� x∗1, x∗2 ∈ X∗ � x′

∗1(a) < x′
∗2(a)2 ��

x∗1(t) < x∗2(t), t ∈ (a, b). ,(B-

E� x
′
∗2(a) > x

′
∗1(a), x∗1 ∈ X∗ � ���	����		���� ����	�� ������ #��� ������� x

′
∗2(b) <

x
′
∗1(b)� D����	�� ,%'- ��� x1 = x∗2 � x = x∗1 ����� x∗1 ≤ x∗2� E� ���	����		����

����	�� ������ #��� ������� ,(B-� "������ ,(B- ��������1������ � ��	��	�� ���������		����
�	�.����� X∗�

=��������� ������2 ���� x∗1, x∗2 ∈ X∗2 � ��� �� ��� x∗ ∈ X∗ �� x∗1 ≤ x∗ ≤ x∗2
������� x∗ = x∗1 ��� x∗ = x∗2� D���1 μ1 = x′

∗1(a), μ2 = x′
∗2(a), ν1 = x

′
∗1(b) � ν2 = x

′
∗2(b)�

F����

(∃μ ∈ (μ1, μ2))(s(a, y(a), μ) ≤ x∗2) ∨ (∃ν ∈ (ν2, ν1))(s(b, z(b), ν) ≥ x∗1). ,(%-

D�������.�� ������	��� F���� 	������� μ∗ ∈ (μ1, μ2), ν∗ ∈ (ν2, ν1), c ∈ (a, b] � d ∈
[a, b) ����2 ���

s(a, y(a), μ∗, c) = x∗2(c), s(a, y(a), μ∗, t) < x∗2(t), t ∈ (a, c),

s(b, z(b), ν∗, d) = x∗1(d), s(b, z(b), ν∗, t) > x∗1(t), t ∈ (d, b),

� ��� α1(t) = x∗1(t), t ∈ [a, d], α1(t) = s(b, z(b), ν∗, t), t ∈ [d, b], β1(t) = s(a, y(a), μ∗, t), t ∈
[a, c], β1(t) = x∗2(t), t ∈ [c, b] ����������� 	�����	���� α1 ≤ β1� 8����� 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = y(a), x(b) = z(b), α1 ≤ x ≤ β1

����� ����	�� x0� E� ���	����		���� ����	�� ������ #��� �������

x
′
∗1(a) < x0

′(a) < x∗2′(a), x∗1′(b) > x0
′(b) > x∗2′(b), x0 ∈ X. ,((-

D��.��2 ��� ������� ,((- ��������  ������������ E� �����	���� �	�.�����

M = {x ∈ X : x
′
(a) ≥ x

′
0(a) ∧ x

′
(b) ≥ x

′
0(b)}

������� ����������	�� x3 ∈ M �����2��� x
′
3(a) ≥ x

′
(a) ��� �� ��� x ∈ M � E� x∗2 ∈

X∗ � ���	����		���� ����	�� ������ #��� ������� x
′
3(a) < x

′
∗2(a)2 � �� 	�����	����

x
′
∗1(a) < x

′
3(a) < x

′
∗2(a) �������2 ��� x3 	� ���	����.�� X∗� ?���������1	�2 	�������

x4 ∈ X2 ��� ������� x
′
4(a) > x

′
3(a) � x

′
4(b) > x

′
3(b)2 ��� ������������ ��������	��

x3� "������ ,(%- �����	�� D��.��2 ���

(∃μ0 ∈ (μ1, μ2))(s(a, y(a), μ0) ≤ x∗2) ⇒
(∀μ ∈ (μ1, μ2))(∀t ∈ (a, b])(s(a, y(a), μ, t) < x∗2(t)).

,(:-



�'

E� ���	����		���� ����	�� ������ #��� ������� s(a, y(a), μ0, t) < x∗2(t)2 t ∈ (a, b)�
C��� s(a, y(a), μ0, b) = z(b)2 �� s(a, y(a), μ0) ∈ X � s

′
(a, y(a), μ0, b) ≥ x

′
∗2(b)� E� ���	����		����

����	�� ������ #��� ������� s
′
(a, y(a), μ0, b) �= x

′
∗1(b) � s

′
(a, y(a), μ0, b) �= x

′
∗2(b)2 �

�� ���������������� ,((- ��� x0 = s(a, y(a), μ0) ������� s′(a, y(a), μ0, b) > x
′
∗1(b)2 ���

������������ ������� x
′
∗1 ∈ X∗� ?���������1	�2 s(a, y(a), μ0, b) < z(b)� D���1

μ3 = inf{μ∗ ∈ (μ1, μ0) : (∀μ ∈ (μ∗, μ0))(∀t ∈ (a, b])(s(a, y(a), μ, t) < x∗2(t))},

μ4 = sup{μ∗ ∈ (μ0, μ2) : (∀μ ∈ (μ0, μ∗))(∀t ∈ (a, b])(s(a, y(a), μ, t) < x∗2(t))}.
C��� μ3 = μ1 � μ4 = μ22 �� ,(:-������	�� C��� μ3 > μ12 �� ����1 μ5 = μ32 � ����
μ3 = μ1 � μ4 < μ22 �� ����1 μ5 = μ4� F���� μ5 ∈ (μ1, μ2) � s(a, y(a), μ5) < x∗2�
C��� s(a, y(a), μ5, b) = z(b)2 �� �	������	� ����������� �������� �������������
C��� s(a, y(a), μ5, b) < z(b)2 �� s(a, y(a), μ5, t) < x∗2(t), t ∈ (a, b]2 ��� �������� 
������������ � ��������	��� μ5� "������ ,(:- �����	�� �	������	� �����������2
���

(∃ν0 ∈ (ν2, ν1))(s(b, z(b), ν0) ≥ x∗1) ⇒
(∀ν ∈ (ν2, ν1))(∀t ∈ [a, b))(s(b, z(b), ν, t) < x∗1(t)).

8������2 ��� �������

(∃μ0 ∈ (μ1, μ2))(s(a, y(a), μ0) ≤ x∗2) ∧ (∃ν0 ∈ (ν2, ν1))(s(b, z(b), ν0) ≥ x∗1)

�	������	� ����������� ��������  �������������
D�������  ��������	�� xγ ��� γ ∈ [γ1, γ2]� D���1

xγ = s(a, y(a), y
′
1(a) + (γ − γ1)(γ2 − γ1)

−1(z
′
1(a) − y

′
1(a))),

Γ = {γ ∈ {[γ1, γ2]} : xγ ∈ X∗}. ,(�-

F���� xγ ������������ 4������� ,(�- ��� γ ∈ Γ� E� ����������� �������2 ��� Γ
7 ���	���� �	�.�����2 γ1, γ2 ∈ Γ � [γ1, γ2]\Γ 7������� �	�.������ D���1 γ5, γ6 ∈
Γ, γ5 < γ6 � (γ5, γ6) ∩ Γ = �� C��� xγ ≤ xγ6 ��� γ ∈ (γ5, γ6)2 �� xγ ������������
4������� ,(�- ��� γ ∈ (γ5, γ6)� ) ������	�� ������

xγ = s(b, z(b), xγ
′
5(b) + (γ − γ5)(γ6 − γ5)

−1(xγ
′
6(b) − xγ

′
5(b))), γ ∈ (γ5, γ6).

F� ��������		�� ��� ��.�	�� xγ �	@����	�2 	�������	� � ������������� �������
,A-�

E����1��� ��	����1	�� � �������1	�� ����	�� ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = z(a), x(b) = y(b), y ≤ x ≤ z,

�	������	� ����������� ������ xγ ��� γ ∈ [π, 2π]�

��.�� �����	�� G−1(k) ⊂ S� D�������.�� ������	��� F���� 	������� k ∈ K

����2 ��� x∗ = G−1(K) ⊂ S(I, R)\S� =��������� ������2 ���� 	������� t0 ∈ I ����2
��� x∗(t0) > z(t0)� <	�.�����

M = {G(x) : x ∈ S(I, R) ∧ x(t0) ≥ x∗(t0)}



$B

	�����	���	� � ����	�� ?���������1	�2 L1 ∩ M �= �� D���1 k1 ∈ L1 ∩ M � F���� ���
x1 = G−1(k1) ����� x1(t0) ≥ x∗(t0) > z(t0)2 ��� 	������.	�� ?�����2 ���� 	�������
t0 ∈ I ����2 ��� x∗(t0) < y(t0) ��������������� �	������	��


������� ���������

������� � ����� ��� �	
��� x ∈ S ����� ������������� ����� �� ����� �������

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x + H2x ≤ h1 + h2, ,($-

(x(a) = α(a) ∨ x(b) = β(b)) ∧ H1x + H2x = h1 + h2 ⇒ H1x ≤ h1, ,(!-

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x + H2x ≥ h1 + h2, ,(&-

(x(a) = β(a) ∨ x(b) = α(b)) ∧ H1x + H2x = h1 + h2 ⇒ H1x ≥ h1; ,(A-

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≤ h1 ∨ H2x ≤ h2, ,('-

x(a) = α(a) ∧ H2x = h2 ⇒ H1x ≤ h1, ,:B-

(x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≤ h1 ∨ H2x ≥ h2, ,:%-

x(b) = β(b) ∧ H1x = h1 ⇒ H2x ≥ h2, ,:(-

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≥ h1 ∨ H2x ≥ h2, ,::-

x(a) = β(a) ∧ H2x = h2 ⇒ H1x ≥ h1, ,:�-

x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≥ h1 ∨ H2x ≤ h2, ,:$-

x(b) = α(b) ∧ H1x = h1 ⇒ H2x ≤ h2; ,:!-

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x + H2x ≤ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≥ h1 − h2, ,:&-

x(a) = α(a) ∧ H1x − H2x = h1 − h2 ⇒ H1x ≤ h1, ,:A-

x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x + H2x ≤ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≤ h1 − h2, ,:'-

x(b) = β(b) ∧ H1x + H2x = h1 + h2 ⇒ H1x ≤ h1, ,�B-

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x + H2x ≥ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≤ h1 − h2, ,�%-

x(a) = β(a) ∧ H1x − H2x = h1 − h2 ⇒ H1x ≥ h1, ,�(-

x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x + H2x ≥ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≥ h1 − h2, ,�:-

x(b) = α(b) ∧ H1x + H2x = h1 + h2 ⇒ H1x ≥ h1. ,��-

����� �������� ���� ������ ������ ��� �



$%


�������1����� D���1 y 7 �������1	�� ����	�� ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = α(a), x(b) = α(b), α ≤ x ≤ β,

� z 7 ��	����1	�� ����	�� ������ 
���6��

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), x(a) = β(a), x(b) = β(b), y ≤ x ≤ β.

D� ����� % ���������� ��� ��.�	�� F : L ⇒ S� C��� � 	������� ���� L1 = GF (L)
�����	�� ����

Hr = (H1G
−1(r) − h1, H2G

−1(r) − h2)

� �������� � 	��12 �� ������� �����	�� D���1 �����	�� ���� H 	� L1 	� � ��������
� 	��1� D��.��2 ��� �����	�� �����	��� ���� H 	� L1 �����	� �� 	���2 ���
�������� ��������1���� ��������

=��������� ������2 ���� ����������� ������� ,($- 7 ,(A-� E� ,($-2 ,(!- � ,(A-
�������2 ��� Hx0 ��.�� 	�.�  ��������� ������� � ���������� �����	���2 � �� ,(!-
� ������� ,!- 7 ,%B- �������2 ��� Hxγ ��� γ ∈ (0, π) 	� ��	�������	 � ,%27%-2 �� ,(!-2 ,(&-
� ,(A- �������2 ��� Hxπ ��.�� ����  ��������� ������� � ���������� �����	���2
�� ,(A- � ������� ,%%- 7 ,%$- �������2 ��� Hxγ ��� γ ∈ (π, 2π) 	� ��	�������	 � ,7%2%-�
9����� ������� ������� �� 	��� �����	�� �����	��� �����

=��������� ������2 ���� ������������ ������� ,,('- 7 ,:!-� E� ,('-2 ,:B- � ,:!-
�������2 ��� Hx0 	� ��.�� � ������ �����	��2 �� ������� ,:B- � ������� ,!- �������2
��� Hxγ ��� γ ∈ (0, γ1) 	� ��	�������	 � ,%2B-2 � �� ,:B-2 ,:%- � ,:(- � ������� ,&-2 ,'-
�������2 ��� Hxγ1 � Hxγ2 	� ��.�� � ��������� �����	��2 � �� ������� ,A- �������2
��� ��� ����	�	�� γ �� γ1 �� γ2 Hxγ 	� ������ 	� ��	��� ���	��� � �����2 �� ,:(- �
������� ,%B- �������2 ��� Hxγ ��� γ ∈ (γ2, π) 	� ��	�������	 � ,B27%-2 �� ,:(-2 ,::- �
,:�- �������2 ��� Hxπ 	� ��.�� � ����1�� �����	��2 �� ,:�- � ������� ,%%- �������2
��� Hxγ ��� γ ∈ (π, γ3) 	� ��	�������	 � ,7%2B-2 �� ,:�-2 ,:$-2 ,:!- � ������� ,%(-2 ,%�-
�������2 ��� Hxγ3 � Hxγ4 	� ��.�� �� ������ �����	��2 � �� ������� ,%:- �������2
��� ��� ����	�	�� γ �� γ3 �� γ4 Hxγ 	� ������ 	� ��	��� ���	��� � �����2 �� ,:!- �
�������,%$- �������2 ��� Hxγ ��� γ ∈ (γ4, 2π) 	� ��	�������	 � ,B2%-� 9����� �������
������� �� 	��� �����	�� �����	��� �����

?�����2 ���� ����������� ������� ,:&- 7 ,��- ��������������� �	������	�� D��
;��� ������������ ������� ������� �� 	��� �����	�� �����	��� ���� ����������
�� ������2 ���� ����������� ������� ,('- 7 ,:!-2 ��������� 	� π/4�

D��.��2 � �� ������� % ��.	� �������1 � � ��	�� ������	�6 ������� )
�� ��� *:+ ��� ������ ������

x′′ = f(t, x, x′), H1(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = 0,

H2(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = 0

�����	� ������� ����������	�� ����	�� ��� ��������6 �������6 	� H1 � H2�
3�	0�� H1 	� ���������� �� �������� � ����1��� ������	���2 4�	0�� H2 	�
���������� �� ������� ������	�� � 	� � ����� �� ������������ ������	�� �

H1(α(a), α(b), α′(a), v) ≤ 0 ≤ H1(β(a), β(b), β′(a), v), v ∈ R,



$(

H2(α(a), α(b), u, α′(b)) ≤ 0 ≤ H2(β(a), β(b), u, β′(b)), u ∈ R.

D������� �������������1 ������� ,($- 7 ,(A-�

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≤ H1(α(a), α(b), α′(a), x′(b)) ≤ 0∧

H2x ≤ H2(α(a), α(b), x′(a), α′(b)) ≤ 0 ⇒ H1x + H2x ≤ 0,

x(a) = α(a) ⇒ H1(x) ≤ H1(α(a), α(b), α′(a), x′(b)) ≤ 0,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≥ H1(β(a), β(b), β′(a), x′(b)) ≥ 0

∧H2x ≥ H2(β(a), β(b), x′(a), β′(b)) ≥ 0 ⇒ H1x + H2x ≥ 0,

x(a) = β(a) ⇒ H1x ≥ H1(β(a), β(b), β′(a), x′(b)) ≥ 0.

D��.��2 ��� ������� ;������	�	�� ������� GH$B �� ��� *(+ ��.	� �������1
�� ������� %� =��������� ������ ������

(ϕ(t, x, x
′
))

′
= f(t, x, x

′
), H1(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = h1,

H2(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = h2, α ≤ x ≤ β.
,�$-

C��� H1 	� � ����� �� ������� ������	�� � 	� ���������� �� �����1	�� ������	���2
H2 	� ���������� �� ����1��� ������	�� � 	� � ����� �� �����1	�� ������	���2 ��
�� α

′
(a) ≥ β

′
(a), α

′
(b) ≤ β

′
(b), H1α = H1β = h1, H2α = H2β = h2 �������

����������	�� ����	�� ������ ������ ,��-� D������� �������������1 ������� ,:&-
7 ,��-�

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H2x ≤ H2α = h2

⇒ H1x + H2x ≤ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≥ h1 − h2,

x(a) = α(a) ∧ x
′
(b) ≥ α

′
(b) ⇒ H1x ≤ H1α = h1,

x(a) = α(a) ∧ x
′
(b) < α

′
(b) ⇒ H2x ≤ H2β = h2,

x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x ≤ H1α = h1

⇒ H1x + H2x ≤ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≤ h1 − h2,

x(b) = β(b) ∧ x
′
(a) ≥ β

′
(a) ⇒ H1x ≤ H1β = h1,

x(b) = β(b) ∧ x
′
(a) < β

′
(a) ⇒ H2x ≥ H2α = h2,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H2x ≥ H2β = h2

⇒ H1x + H2x ≥ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≤ h1 − h2,

x(a) = β(a) ∧ x
′
(b) ≤ β

′
(b) ⇒ H1x ≥ H1β = h1,

x(a) = β(a) ∧ x
′
(b) > β

′
(b) ⇒ H2x ≥ H2α = h2,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x ≥ H1β = h1

⇒ H1x + H2x ≥ h1 + h2 ∨ H1x − H2x ≥ h1 − h2,

x(b) = α(b) ∧ x
′
(a) ≤ α

′
(a) ⇒ H1x ≥ H1α = h1,

x(b) = α(b) ∧ x
′
(a) > α

′
(a) ⇒ H2x ≤ H2β = h2.



$:

) �� ��� *�+ ��������������� ������ ������

x′′ = f(t, x, x
′
), H1(x(a), x′(a)) = 0, H2(x(a), x(b), x′(a), x′(b)) = 0

� �����	� ������� ����������	�� ����	�� ��� ��������6 �������6 	� H1 � H2�
3�	0�� H1 	� ���������� �� ������� ������	��2 4�	0�� H2 	� � ����� �� ����������
������	��2 H1(α(a), α′(a)) ≤ 0 ≤ H1(β(a), β′(a))2 ��� �� �6 x0 ∈ [α(a), β(a)], x1 ∈ R
�� H1(x0, x1) = 0 �������

H2(x0, α(b), x1, α
′(b)) ≤ 0 ≤ H2(x0, β(b), x1, β

′(b)).

D��.��2 ��� � � ��	�� ;���� �����1���� ������� �� ������� %� D������� �������������1
������� ,('- 7 ,:!-�

x(a) = α(a) ⇒ H1x ≤ H1α ≤ 0,

x(b) = β(b) ∧ H1x = 0 ⇒ H2x ≥ H2(x(a), β(b), x′(a), β′(b)) ≥ 0,

x(a) = β(a) ⇒ H1x ≥ H1β ≥ 0,

x(b) = α(b) ∧ H1x = 0 ⇒ H2x ≤ H2(x(a), α(b), x′(a), α′(b)) ≤ 0.

) �� ��� *$+ ��������������� ������ ������

−(ϕ(x′))′ = q(x′)f(t, x, x′), L1(x(a), x(b), x′(a), x′(b), x) = 0,

L2(x(a), x(b)) = 0

� ����������� ������� ����������	�� ����	�� ��� ��������6 �������6 	� L1 �
L2� 3�	0�� L1 	� � ����� �� ����1��� � ������ ������	���2 	� ���������� ��
���������� ������	��2 4�	0�� L2 	� ���������� �� ������� ������	��2 L2(α(a), .), L2(β(a), .)
�	@����	�2

L1(α(a), α(b), α′(a), α′(b), α) ≥ 0, L1(β(a), β(b), β′(a), β′(b), β) ≤ 0

� L2(α(a), α(b)) = L2(β(a), β(b)) = 0� D��.�� � �	������	�� �����1��� ������� ��
������� %� D������� �������������1 ������� ,($- 7 ,(A-� D���1 H1x = −L2(x(a), x(b))
� H1x = −L1(x(a), x(b), x′(a), x′(b), x)� F����

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x + H2x =

−L2(α(a), α(b)) − L1(α(a), α(b), x′(a), x′(b), x) ≤
−L1(α(a), α(b), α′(a), α′(b), α) ≤ 0,

x(a) = α(a) ⇒ H1x = −L2(α(a), x(b)) ≤ 0,

x(b) = β(b) ⇒ H1x = −L2(x(a), β(b)) ≤ 0,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x + H2x =

−L2(β(a), β(b)) − L1(β(a), β(b), x′(a), x′(b), x) ≥
−L1(β(a), β(b), β′(a), β′(b), β) ≥ 0,

x(a) = β(a) ⇒ H1x = −L2(β(a), x(b)) ≥ 0,



$�

x(b) = α(b) ⇒ H1x = −L2(x(a), α(b)) ≥ 0.

) �� ��� *!+ ��������������� ������ ������

x′′ = f(t, x, x′), h(x(a)) + x(b) = 0, g(x(a), x′(a), x′(b)) = 0

� ����������� ������� ����������	�� ����	�� ��� ��������6 �������6 	� h �
g� 3�	0�� h ��	���		�2 4�	0�� g 	� � ����� �� ������� ������	��2 4�	0��
g(α(a), α′(a), .), g(β(a), β′(a), .) ��	���		� �� ����1��� ������	��2 ������ ��	���		���1
��������� � ��	���		���1� ��� h2

α(b) + max{h(β(a)), h(α(a))} = 0, β(b) + min{h(α(a)), h(β(a))} = 0,

min{g(α(a), α′(a), α′(b)), g(α(a), α′(a), β′(b))} ≥ 0,

max{g(β(a), β′(a), β′(b)), g(β(a), β′(a), α′(b))} ≤ 0.

D��.��2 ��� ;��� �����1��� ������� �� ������� %� D���1 4�	0�� h 	� �����������
F����

h(α(a)) + α(b) = 0, h(β(a)) + β(b) = 0,

g(α(a), α′(a), α′(b)) ≥ 0, g(β(a), β′(a), β′(b)) ≤ 0.

D�������2 ��� ��� H1x = −h(x(a))− x(b) � H2x = −g(x(a), x′(a), x′(b)) ������� ,,($-
7 ,(A- �����	������

x(a) = α(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H1x + H2x =

−h(α(a)) − α(b) − g(α(a), x′(a), x′(b)) ≤ 0,

x(a) = α(a) ⇒ H1x = −h(α(a)) − x(b) ≤ 0,

x(b) = β(b) ⇒ H1x = −h(x(a)) − β(b) ≤ 0,

x(a) = β(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H1x + H2x =

−h(β(a)) − β(b) − g(β(a), x′(a), x′(b)) ≥ 0,

x(a) = β(a) ⇒ H1x = −h(β(a)) − x(b) ≥ 0,

x(a) = α(a) ⇒ H1x = −h(x(a)) − α(b) ≥ 0.

D���1 4�	0�� h ����������� F����

h(β(a)) + α(b) = 0, h(α(a)) + β(b) = 0,

g(α(a), α′(a), β′(b)) ≥ 0, g(β(a), β′(a), α′(b)) ≤ 0.

D�������2 ��� ��� H1x = h(x(a)) + x(b) � H2x = g(x(a), x′(a), x′(b)) ������� ,('- 7
,:!- �����	������

x(a) = α(a) ⇒ H1x = h(α(a)) + x(b) ≤ 0,

x(b) = β(b) ∧ H1x = 0 ⇒ x(a) = α(a),

x(a) = α(a) ∧ x(b) = β(b) ⇒ H2x = g(α(a), x′(a), x′(b)) ≥ 0,



$$

x(a) = β(a) ⇒ H1x = h(β(a)) + x(b) ≥ 0,

x(b) = α(b) ∧ H1x = 0 ⇒ x(a) = β(a),

x(a) = β(a) ∧ x(b) = α(b) ⇒ H2x = g(β(a), x′(a), x′(b)) ≤ 0.

������ ���������

%� ���� ����	2 ���� ����	2 =����������1 �����6 ����� ��.�� ���6	�� � 	�.	��
4�	0����2 /���	�� ����� �" 2 ��!%!2 =���2 %'''2 $$7%(%�

(� ���� ����	2 ���� ����	2 #������ ������ ��� � �	���		��� ��44���	0���1	���
����	�	�� ������� ������2 8�	��	�2 =���2 %'AA�

:� IJ� KLHMN2 O� PLHQRS2 TUUQM LVW XYZQM SYX[R\YVS ]YM SQ^YVW 7 YMWQM HY[VWLMN _LX[Q
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