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Ñâÿçü âåðõíèõ è íèæíèõ ôóíêöèé ñ çàäà÷åé
Äèðèõëå
Ë.À. Ëåïèí

Àííîòàöèÿ.Äëÿ ϕ - Ëàïëàñèàíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü íèæíèõ è âåðõíèõ ôóíêöèé
ñ ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è Äèðèõëå.

Áèáëèîãð. 7 íàçâ.

ÓÄÊ 517.927

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(ϕ(t, x, x
′
))
′
= f(t, x, x

′
), t ∈ I = [a, b], (1)

ãäå ϕ ∈ C(I ×R2, R) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî x′ è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè:
f(., x, y) èçìåðíìà íà I ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, y ∈ R, f(t, ., .) íåïðåðâíà íà R2

ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ I è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà P ⊂ R2 íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ g ∈ L1(I, R) òàêàÿ,÷òî äëÿ âñåõ (t, x, y) ∈ I × P ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(t, x, y)| ≤ g(t). Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [1]-[5].

Â òåîðåìå 1 äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé α, β : I → R ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, êîòîðûå
ñëåäóþò èç îäíîñòîðîííåé ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè. Íà îñíîâå ýòèõ óñëîâèé äàåòñÿ
îïðåäåëåíèå íèæíèõ è âåðõíèõ ôóíêöèé è äîêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è Äèðèõëå, åñëè ìåæäó α è β âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåØðåäåðà. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî åñëè ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè α è β âûïîëíÿåòñÿ óñïîâèå Øðåäåðà è
èìååòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, òî α - íèæíÿÿ ôóíêöèÿ, à β - âåðõíÿÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü c ∈ [a, b) è d ∈ (c, b]. Ôóíêöèÿ x ∈ C1([c, d], R) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), åñëè ôóíêöèÿ ϕ(t, x(t), x′(t)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è óðàâíåíèå
(1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó íà [c, d].

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ôóíêöèè α : I → R èìååòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ ëîêàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü ñâåðõó, åñëè íàéäåòñÿ M ∈ R òàêîå, ÷òî α ≤ M è äëÿ ëþáîãî τ ∈ I
íàéäåòñÿ δτ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ I èç τ − δτ < t1 < t2 < τ + δτ ñëåäóåò
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ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x : [t1, t2] → R óðàâíåíèÿ (1) òàêîãî, ÷òî x(t1) = α(t1), x(t2) =
α(t2) è α(t) ≤ x(t) ≤ M äëÿ t ∈ [t1, t2].

Äëÿ ôóíêöèè β : I → R èìååòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñíèçó,
åñëè íàéäåòñÿ M ∈ R òàêîå, ÷òî β ≥ M è äëÿ ëþáîãî τ ∈ I íàéäåòñÿ δτ > 0 òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ I èç τ − δτ < t1 < t2 < τ + δτ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
x : [t1, t2] → R óðàâíåíèÿ (1) òàêîãî, ÷òî x(t1) = β(t1), x(t2) = β(t2) è β(t) ≥ x(t) ≥ M
äëÿ t ∈ [t1, t2].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ëåììà, êî-
òîðóþ ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 1. Åñëè y ∈ C(I, R) è D+y(t) ≥ k, t ∈ (a, b), òî k(b− a) ≤ y(b)− y(a).
Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè α : I → R èìååòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ

ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ñâåðõó, òî α íà (a, b) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ
Ëèïøèöà, äëÿ t ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò ïðàâàÿ α

′
r(t) è ëåâàÿ α

′
l(t) ïðîèçâîäíûå è α

′
l(t) ≤

α
′
r(t), ñóùåñòâóþò ïðåäåëû â ôîðìóëàõ (2)-(5) è

lim
t→a+

α(t) = αa, lim
t→b−

α(t) = αb, (2)

lim
t→a+

αr
′(t) = lim

t→a+

αl
′(t) = αa

′, lim
t→b−

αr
′(t) = lim

t→b−
αl
′(t) = αb

′, (3)

αr
′(τ) = lim

t→τ+
αr

′(t) = lim
t→τ+

αl
′(t), τ ∈ (a, b), (4)

αl
′(τ) = lim

t→τ−
αr

′(t) = lim
t→τ−

αl
′(t), τ ∈ (a, b), (5)

α(a) ≥ αa, αa
′ = +∞→ α(a) > αa, (6)

α(b) ≥ αb, αb
′ = −∞→ α(b) > αb, (7)

äëÿ ëþáûõ t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ϕ(t2, α(t2), α
′
l(t2))− ϕ(t1, α(t1), α

′
r(t1)) ≥

∫ t2

t1

f(t, α(t), α
′
(t))dt. (8)

Åñëè äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè β : I → R èìååòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ ëîêàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü ñíèçó, òî β íà (a, b) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà,
äëÿ t ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò ïðàâàÿ β

′
r(t) è ëåâàÿ β

′
l(t) ïðîèçâîäíûå è β

′
l(t) ≥ β

′
r(t),

ñóùåñòâóþò ïðåäåëû â ôîðìóëàõ (9)-(12) è

lim
t→a+

β(t) = βa, lim
t→b−

β(t) = βb, (9)

lim
t→a+

βr
′(t) = lim

t→a+

βl
′(t) = βa

′, lim
t→b−

βr
′(t) = lim

t→b−
βl
′(t) = βb

′, (10)

βr
′(τ) = lim

t→τ+
βr
′(t) = lim

t→τ+
βl
′(t), τ ∈ (a, b), (11)

βl
′(τ) = lim

t→τ−
βr
′(t) = lim

t→τ−
βl
′(t), τ ∈ (a, b), (12)
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β(a) ≤ βa, βa
′ = −∞→ β(a) < βa, (13)

β(b) ≤ βb, βb
′ = +∞→ β(b) < βb, (14)

äëÿ ëþáûõ t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ϕ(t2, β(t2), β
′
l(t2))− ϕ(t1, β(t1), β

′
r(t1)) ≤

∫ t2

t1

f(t, β(t), β
′
(t))dt. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c1 ∈ R, c2 ∈ (−∞, c1), Pc1c2 = [inf{α(t) : t ∈ I},M ] ×
[c1, c2], ïî Pc1c2 èç óñëîâèé Êàðàòåîäîðè íàõîäèì gc1c2 ∈ L1(I, [0, +∞)) òàêîå, ÷òî
|f(t, x, y)| ≤ gc1c2(t) äëÿ (t, x, y) ∈ I × Pc1c2 è

max{ϕ(t, x, c2)− ϕ(t, x, c1) : (t, x) ∈ I × [inf{α(t) : t ∈ I},M ]} = −mc1,c2 . (16)

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→τ+ α(t) = ατ+ äëÿ τ ∈ [a, b). Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü

lim
t→τ+

inf α(t) < d1 < d2 < lim
t→τ+

sup α(t),

c1 = 1, c2 = −1, δ ∈ (0, δτ ) äîñòàòî÷íî ìàëî: τ+δ ∈ I, (d2−d1)δ
−1 > 1 è

∫ τ+δ

τ
gc1c2(t)dt <

mc1c2 è τ1, τ2, τ3 ∈ (τ, τ + δ) òàêèå, ÷òî

τ1 < τ2 < τ3, α(τ1) < d1, α(τ2) > d2, α(τ3) < d1. (17)
Èç ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

x : [τ1, τ3] → R óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: x(τ1) =
α(τ1), x(τ3) = α(τ3) è α(t) ≤ x(t) ≤ M äëÿ t ∈ [τ1, τ3]. À èç (17) ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ
τ4, τ5 ∈ [τ1, τ3] òàêèå, ÷òî τ4 < τ5, x

′(τ4) > c1 è x′(τ5) < c2. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ
t1 ∈ (τ4, τ5) è t2 ∈ (t1, τ5) òàêèå, ÷òî x′(t1) = c1, x

′(t2) = c2, c2 < x′(t) < c1 äëÿ t ∈ (t1, t2)
è

ϕ(t2, x(t2), x
′
(t2))− ϕ(t1, x(t1), x

′
(t1)) =

∫ t2

t1

f(t, x(t), x
′
(t))dt

≥ −
∫ t2

t1

gc1c2(t)dt > −mc1c2 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (16). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limt→τ− =
ατ− äëÿ τ ∈ (a, b]. Èç ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî α(τ) ≥ ατ+ äëÿ τ ∈
[a, b), α(τ) ≥ ατ− äëÿ τ ∈ (a, b], åñëè α(τ) = ατ+ äëÿ τ ∈ (a, b), òî D+α(τ) < +∞,
à åñëè α(τ) = ατ− äëÿ τ ∈ (a, b], òî D−α(τ) > −∞. Åñëè α(τ) > max{ατ−, ατ+} äëÿ
τ ∈ (a, b), òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîêàæåì, ÷òî ατ− =
ατ+ äëÿ τ ∈ (a, b]. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ατ− < ατ+. Â ýòîì
ñëó÷àå α(τ) = ατ+ è D+α(τ) < +∞. Â êà÷åñòâå c2 ìîæíî âçÿòü max{0, D+α(τ) + 1},
à c1 = c2 + 1. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé ατ− >
ατ+ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ α íåïðåðûâíà íà (a, b).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ α∗ : I → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: α∗(a) = αa+, α∗(t) = α(t) äëÿ
t ∈ (a, b) è α∗(b) = αb−. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå α′∗r(τ) äëÿ τ ∈ [a, b). Ïðåäïîëîæèì
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ïðîòèâíîå D−α∗(τ) < c2 < c1 < D+α∗(τ). Ïóñòü δ ∈ (0, δτ ) äîñòàòî÷íî ìàëî, l1(t) =
α∗(τ)+c1(t−τ) è l2(t) = α∗(τ)+c2(t−τ) äëÿ t ∈ (τ, τ+δ) è τ1, τ2, τ3 ∈ (τ, τ+δ) òàêèå, ÷òî
τ1 < τ2 < τ3, α(τ1) < l2(τ1), α(τ2) > l1(τ2) è α(τ3) < l2(τ3). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñóùåñòâîâàíèå α′∗l(τ) äëÿ τ ∈ (a, b] äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ −∞ è +∞ äëÿ α′∗r(a) è α′∗l(b) íå èñêëþ÷àþòñÿ. Ïîêàæåì,
÷òî α′l(τ) ≤ α′r(τ) äëÿ τ ∈ (a, b). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α′l(τ) > c1 > c2 > α′r(τ), òî
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òåïåðü èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóþò
íåðàâåíñòâà −∞ < α′l(τ) ≤ α′r(τ) < +∞, τ ∈ (a, b). Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ
limt→τ+ α′r(t) è limt→τ+ α′l(t) äëÿ τ ∈ [a, b) è limt→τ− α′r(t) è limt→τ− α′l(t) äëÿ τ ∈ [a, b).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

lim
t→τ+

inf α′r(t) < c2 < c1 < lim
t→τ+

sup α′r(t).

Ïóñòü δ ∈ (0, δτ ) äîñòàòî÷íî ìàëî è τ4, τ5 ∈ (τ, τ+δ) òàêèå, ÷òî τ4 < τ5, α
′
r(τ4) > c1 è

α′l(τ5) ≤ α′r(τ5) < c2. Èç ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x :
[τ4, τ5] → R óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì: x(τ4) = α(τ4), x(τ5) = α(τ5) è
α(t) ≤ x(t) ≤ M äëÿ t ∈ [τ4, τ5]. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Ñóùåñòâîâàíèå îñòàëüíûõ ïðåäåëîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èç α′l(t) ≤ α′r(t) ñëåäóåò
limt→τ+ α′l(t) ≤ limt→τ+ α′r(t). Åñëè limt→τ+ α′l(t) < c2 < c1 < limt→τ+ α′r(t), òî àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, limt→τ+ α′l(t) = limt→τ+ α′r(t).
Åñëè limt→τ+ α′r(t) < c2 < c1 < limt→τ+ α′∗r(τ), òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè limt→τ+ α′r(t) > α′∗r(τ), òî ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

α′∗r(τ) = lim
t→τ+

α′r(t) = lim
t→τ+

α′l(t), τ ∈ [a, b). (18)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

α′∗l(τ) = lim
t→τ−

α′r(t) = lim
t→τ−

α′l(t), τ ∈ (a, b]. (19)

Èç ôîðìóë (18)-(19) ñëåäóåò, ÷òî α íà (a, b) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ
Ëèïøèöà, à â ôîðìóëå (3) α′a = α′∗r(a) è α′b = α′∗l(b). Åñëè α′(a) = α′∗r(a) = +∞, òî
èç ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî α(a) > αa = α∗(a). Àíàëîãè÷íî èç α′(b) =
α′∗l(b) = −∞ ñëåäóåò α(b) > αb = α∗(b).

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (8). Ïðñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn : I →
R, n = 1, 2, ... ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ 2 äëÿ êàæäîãî t ∈ I íàéäåì δt.
ßñíî, ÷òî èíòåðâàë I ïîêðûâàåòñÿ èíòåðâàëàìè (t − δt, t + δt), t ∈ I. Âûáåðåì èç
ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì (ai, bi), i = 1, ..., m. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1 < a < a2 < b1 < a3 < b2 < ... <
am < bm−1 < b < bm. Ïóñòü c0 = a, ci = (ai+1 + bi)/2, i = 1, ...m − 1 è cm = b. Íà
èíòåðâàëå [ci−1, ci] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xi : [ci−1, ci] → R óðàâíåíèÿ (1) òàêîå, ÷òî
xi(ci−1) = α(ci−1), xi(ci) = α(ci) è α(t) ≤ xi(ti) ≤ M, t ∈ [ci−1, ci]. Îïðåäåëèì α1,
ïîëàãàÿ α1(t) = xi(t), t ∈ [ci−1, ci], i = 1, ...m. Ôóíêöèþ xi áóäåì íàçûâàòü äóãîé α1 ñ
êîíöàìè ci−1 è ci, à ci òî÷êàìè äåëåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî α1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
(8). Åñëè t1 è t2 ëåæàò íà îäíîì èíòåðâàëå, [ci−1, ci], òî íåðàâåíñòâî (8) î÷åâèäíî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé t1 ∈ [ci−1, ci] è t2 ∈ [ci, ci+1]. Òîãäà

ϕ(ci, α1(ci), α
′
1l(ci))− ϕ(t1, α1(t1), α

′
1r(t1)) =

∫ ci

t1

f(t, α1(t), α
′
1(t))dt, (20)

ϕ(t2, α1(t2), α
′
1l(t2))− ϕ(ci, α1(ci), α

′
1r(ci)) =

∫ t2

ci

f(t, α1(t), α
′
1(t))dt, (21)

Èç α′1l(ci) ≤ α′1r(ci)) è (20)-(21) ñëåäóåò (8) äëÿ α1. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ, ïîëó÷àåì
äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (8) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ α2 â êà÷åñòâå
íîâûõ òî÷åê äåëåíèÿ áåðåì di = (ci−1+ci)/2, i = 1, ...,m. Äàëåå, èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû
[ci−1, di] è [di, ci], ñòðîèì α2 àíàëîãè÷íî α1. Îñòàëüíûå αn ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî ïî-
ñòðîåíèþ α2. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî èíòåðâàëà J ⊂ (a, b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê α íà I. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü τ ∈ (a, b) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé äåëåíèÿ è
α′(τ) ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ nε òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |α′(τ) − α′n(τ)| < ε ïðè n > nε. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé α′n(τ) ≥ α′(τ) + ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n. Ïóñòü x : [c, d] → R äóãà
ôóíêöèè αn ñ êîíöàìè c è d è τ ∈ (c, d). Åñëè α′l(d) < α′(τ) + ε/2, òî x′l(d) < α′(τ) +
ε/2 è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé α′n(τ) ≤ α′(τ) − ε
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü τ1, τ2 ∈ (t1, t2) íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè äåëåíèÿ è
α′(τ1) è α′(τ2) ñóùåñòâóþò. Èç

ϕ(τ2, αn(τ2), α
′
n(τ2))− ϕ(τ1, αn(τ1), α

′
n(τ1)) ≥

∫ τ2

τ1

f(t, αn(t), α′n(t))dt

ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè n →∞ ñëåäóåò

ϕ(τ2, α(τ2), α
′(τ2))− ϕ(τ1, α(τ1), α

′(τ1)) ≥
∫ τ2

τ1

f(t, α(t), α′(t))dt.

Ïåïåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè τ1 → t1 è τ2 → t2, ïîëó÷àåì óñëîâèå (8).
Óñëîâèå äëÿ β äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ëåììà 2. Åñëè îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè α, β : I → R óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíîìó

óñëîâèþ Ëèïøèöà íà (a, b) è äëÿ ëþáûõ t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b), â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
ïðîèçâîäíûå α′(t1), α′(t2), β′(t1) è β′(t2), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

ϕ(t2, α(t2), α
′(t2))− ϕ(t1, α(t1), α

′(t1)) ≥
∫ t2

t1

f(t, α(t), α′(t))dt, (22)

ϕ(t2, β(t2), β
′(t2))− ϕ(t1, β(t1), β

′(t1)) ≤
∫ t2

t1

f(t, β(t), β′(t))dt, (23)

òî äëÿ t ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò ïðàâûå è ëåâûå ïðîèçâîäíûå α′r(t), α
′
l(t), β

′
r(t),

β′l(t), α
′
l(t) ≤ α′r(t) è β′l(t) ≥ β′r(t), ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limt→a+ α(t) = αa,

limt→b− α(t) = αb, limt→a+ β(t) = βa, limt→b− β(t) = βb, limt→a+ α′r(t),
limt→a+ α′l(t), limt→b− α′r(t), limt→b− α′l(t), limt→a+ β′r(t), limt→a+ β′l(t),
limt→b− β′r(t), limt→b− β′l(t), äëÿ τ ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limt→τ+ α′r(t),
limt→τ+ α′l(t), limt→τ− α′r(t), limt→τ−α′l(t), limt→τ+ β′r(t), limt→τ+ β′l(t),
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limt→τ− β′r(t) è limt→τ− β′l(t), äëÿ α ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (3)-(5), äëÿ β ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ (10)-(12) è äëÿ ëþáûõ t1 ∈ (a, b) è t2 ∈ (t1, b) äëÿ α ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (8)
è äëÿ β ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ ∈ (a, b) è δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî: [τ − δ, τ + δ] ⊂ (a, b).
Òîãäà íàéäåòñÿ Lτδ > 0 òàêîå, ÷òî α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà èíòåðâàëå
[τ − δ, τ + δ] ñ ïîñòîÿííîé Lτδ. Ïî Pτδ = [inf{α(t) : t ∈ [τ − δ, τ + δ]},M ]× [−Lτδ, Lτδ]
èç óñëîâèé Êàðàòåîäîðè íàõîäèì gτδ ∈ L1(I, [0,∞)) òàêîå, ÷òî |f(t, x, y)| ≤ gτδ(t) äëÿ
(t, x, y) ∈ I × Pτδ. Äàëåå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì äëÿ ∈ (a, b)
ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ α′r(τ), α′l(τ), íåðàâåíñòâî α′l(τ) ≤ α′r(τ), ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëîâ limt→τ+ α′r(t), limt→τ+ α′l(t), limt→τ− α′r(t), limt→τ− α′l(t), è ñïðàâåäëèâîñòü
óñëîâèé (4)-(5) è (8).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ limt→a+ α(t), limt→b− α(t), limt→a+ α′r(t),
limt→a+ α′l(t), limt→b− α′r(t), limt→b− α′l(t), è ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ (3) ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü c1 ∈ R, c2 ∈ [−∞, c1), τ1 ∈ (a, b), τ2 ∈ (τ1, b), α

′
r(τ1) > c1

è α′l(τ2) < c2. Òîãäà íàéäóòñÿ t1 ∈ (τ1, τ2) è t2 ∈ (t1, τ2) òàêèå, ÷òî α′r(t1) = c1, α
′
l(t2) =

c2 è c2 < α′l(t) ≤ α′r(t) < c1 äëÿ t ∈ (t1, t2). Ïóñòü

t1 = sup{t ∈ (τ1, τ2) : α′r(t) ≥ c1}.
Èç óñëîâèé (4)-(5) ñëåäóåò, ÷òî τ1 < t1 < τ2. Åñëè α′r(t) ≥ c1, òî èç (4) ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì t1. Åñëè α′l(t1) ≤ α′r(t1) < c1, òî èç (5) ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì t1. Ñëåäîâàòåëüíî, α′r(t1) = c1. Ïóñòü

t2 = inf{t ∈ (t1, τ2) : α′l(t) ≤ c2}.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷àåì, ÷òî t1 < t2 < τ2 è α′l(t2) = c2. Èç îïðåäåëåíèÿ

t1 è t2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî c2 < α′l(t) ≤ α′r(t) < c1 äëÿ t ∈ (t1, t2). Äàëåå àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ è óñëîâèå (3). Äëÿ β
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Îïðåäåëåíèå 3. Îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè α, β : I → R, óäîâëåòâîðÿþùèå ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà íà (a, b) è íåðàâåíñòâàì (22) è (23), ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ
íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèÿìè óðàâíåíèÿ (1), åñëè

α(a) ≥ αa = lim
t→a+

α(t), α(b) ≥ αb = lim
t→b−

α(t),

α′a = lim
t→a+

α′r(t) < +∞, α′b = lim
t→b−

α′l(t) > −∞,

β(a) ≤ βa = lim
t→a+

β(t), β(b) ≤ βb = lim
t→b−

β(t),

β′a = lim
t→a+

β′r(t) > −∞, β′b = lim
t→b−

β′l(t) < +∞.

Ìíîæåñòâî íèæíèõ è âåðõíèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç A(I, R) è B(I, R).
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü α, β : I → R è α ≤ β. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

(1) ìåæäó α è β âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Øðåäåðà (ñì. [6]), åñëè äëÿ ëþáûõ c ∈ [a, b), d ∈
(c, b] è ðåøåíèÿ x : (c, d) → R óðàâíåíèÿ (1) èç α(t) ≤ x(t) ≤ β(t) äëÿ t ∈ (c, d) ñëåäóåò
sup{|x′(t)| : t ∈ (c, d)} < +∞.
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Òåîðåìà 2. Åñëè α ∈ A(I, R), β ∈ B(I, R), α ≤ β,A ∈ [α(a), β(a)], B ∈ [α(b), β(b)] è
ìåæäó α è β âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Øðåäåðà, òî çàäà÷à Äèðèõëå

(ϕ(t, x, x′))
′
= f(t, x, x′), x(a) = A, x(b) = B, α ≤ x ≤ β (24)

èìååò ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α, β ∈ Lip(I, R), òî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

(24) äîêàçàíî â ðàáîòå [7]. Ïóñòü ai, bi, Ai è Bi, i = 1, 2, ... òàêèå, ÷òî a < ai < bi <
b,Ai ∈ [α(ai), β(ai)], Bi ∈ [α(bi), β(bi)], ai → a, bi → b, Ai → A,Bi → B ïðè i → ∞.
Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

(ϕ(t, x, x′))
′
= f(t, x, x′), x(ai) = Ai, x(bi) = Bi, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [ai, bi]

îáîçíà÷èì ÷åðåç xi. Èç óñëîâèÿ Øðåäåðà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ L > 0 òàêîå, ÷òî
|x′i(t)| < L, t ∈ [ai, bi], i = 1, 2, .... Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′i, i = 1, 2...
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t1i, t2i ∈ [ai, bi], i = 1, 2, ... òàêèå,
÷òî t1i → t0, t2i → t0, xi(t1i) → x0, xi(t2i) → x0, x

′
i(t1i) → c1, x

′
i(t2i) → c2 è |c1 − c2| ≥ ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â âûðàæåíèè

ϕ(t2i, xi(t2i), x
′
i(t2i))− ϕ(t1i, xi(t1i), x

′
i(t1i)) =

∫ t2i

t1i

f(t, xi(t), x
′
i(t))dt,

ïîëó÷àåì ϕ(t0, x0, c2)−ϕ(t0, x0, c1) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ϕ ïî
ïîñëåäíåìó àðãóìåíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi, i = 1, 2, ... ìîæíî
âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x çàäà÷è
Äèðèõëå (24).

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ìåæäó α è β èìååòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è Äèðèõëå. Äëÿ ëþáûõ c ∈ [a, b), d ∈ (c, b], C ∈ [α(c), β(c)] è D ∈ [α(d), β(d)]
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

(ϕ(t, x, x′))
′
= f(t, x, x′), x(c) = C, x(d) = D, α(t) ≤ x(t) ≤ β(t), t ∈ [c, d].

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèè α, β : I → R îãðàíè÷åíû, ìåæäó α è β âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèåØðåäåðà è èìååòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå, òî α ∈ A(I, R)
è β ∈ B(I, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò îäíîñòîðîííÿÿ ëîêàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1. Ñðàâíèâàÿ òåîðåìó
1 ñ îïðåäåëåíèåì 3, âèäèì, ÷òî íóæíî ïîêàçàòü îòñóòñòâèå ñëó÷àåâ α′a = +∞, α′b =
−∞, β′a = −∞, è β′b = +∞. Ïóñòü α′a = +∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti ∈ (a, b), i = 1, 2, ...
òàêàÿ, ÷òî ti → a ïðè i →∞ è xi, i = 1, 2, ... ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå

(ϕ(t, xi, x
′
i))

′
= f(t, xi, x

′
i), xi(ti) = α(ti), xi(b) = α(b),

α(t) ≤ xi(t) ≤ β(t), t ∈ [ti, b].

Èç x′ir(ti) ≥ α′r(ti) ñëåäóåò sup{x′i(t) : t ∈ [ti, b], i ∈ {1, 2, ...}} = +∞. Ïî òåîðåìå
Ëàãðàíæà íàéäóòñÿ M > 0 è di ∈ (a, b), i = 1, 2, ... òàêèå, ÷òî |x′i(di)| < M . Áåç
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îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áåäåì ñ÷èòàòü, ÷òî di → d ïðè i →∞, ti < d äëÿ i = 1, 2, ... è
|x′i(d)| < M + 1. Ïóñòü

c = inf{τ ∈ (a, d) : sup{|x′i(t)| : t ∈ [ti, d] ∩ [τ, d], i ∈ {1, 2, ...}} < +∞}.
ßñíî, ÷òî

sup{|x′i(t)| : t ∈ [ti, d] ∩ [c, d], i ∈ {1, 2, ...}} = +∞}. (25)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

lim
i→∞

sup{|x′i(t)| : t ∈ [ti, d] ∩ [c, d]} = +∞}.

Åñëè τ ∈ (c, d), òî íà èíòåðâàëå [τ, d] ôóíêöèè xi è x′i ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xi, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x : [τ, d] → R óðàâíåíèÿ (1) íà
èíòåðâàëå [τ, d] â íîðìå C1. Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì íàõîäèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xin , n = 1, 2, ..., êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x : (c, d] → R óðàâíåíèÿ (1). Ïðè ýòîì
ñõîäèìîñòü íà êàæäîì èíòåðâàëå [τ, d] â íîðìå C1. Èç óñëîâèÿ Øðåäåðà ñëåäóåò, ÷òî
sup{|x′(t)| : t ∈ (c, d]} = N < +∞. Ïóñòü J = [inf{α(t) : t ∈ I}, sup{β(t) : t ∈ I}]

2m = min{ϕ(t, x, y + 1)− ϕ(t, x, y) : (t, x, y) ∈ I × J × [−N − 2, N + 2]}.
Èç óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè ïî P = J × [−N − 2, N + 2] íàõîäèì g ∈ L1(I, [0, +∞))

òàêóþ, ÷òî |f(t, x, y)| ≤ g(t) äëÿ (t, x, y) ∈ I × P . Ïóñòü δ > 0 òàêîå, ÷òî
τ2∫
τ1

g(t)dt < m

äëÿ τ1, τ1 ∈ I è |τ1 − τ1| < δ, |ϕ(τ1, x1, y) − ϕ(τ2, x2, y)| < m äëÿ τ1, τ1 ∈ I è |τ1 − τ1| <
δ, x1, x2 ∈ J è |x1−x2| < δ(N+2) è y ∈ [−N−2, N+2]. Åñëè τ1 ∈ (c, c+δ)∩I è n0 òàêèå,
÷òî |x′in(τ1)| < N + 1 ïðè n > n0, òî |x′in(t)| < N + 2 ïðè t ∈ [tin , τ1] ∩ [c, τ1] è n > n0.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íàéäóòñÿ n > n0 è τ2 ∈ (c, τ1) òàêèå, ÷òî |x′in(τ2)| = N + 2
è |x′in(t)| < N + 2 äëÿ ∈ (τ2, τ1). Èç

|ϕ(τ2, xin(τ2), x
′
in(τ2))− ϕ(τ1, xin(τ1), x

′
in(τ1))|

= |
τ2∫

τ1

f(t, xin(t), x′in(t))dt| ≤
τ2∫

τ1

g(t)dt < m,

m < |(ϕ(τ2, xin(τ2), x
′
in(τ2))− ϕ(τ1, xin(τ1), x

′
in(τ2)))

+(ϕ(τ1, xin(τ1), x
′
in(τ2))− ϕ(τ1, xin(τ1), x

′
in(τ1))|

ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′in ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíà íà [c, τ1]. Ïî îïðåäåëåíèþ c ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′in ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
[c, d], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (25). Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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